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Cuprins %
= Regresia liniara
= Regresia logistica (clasificarea binara)

= Retele neurale
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Exemplu de invatare supervizata %

= Obiectiv: Predictia pretului caselor din zona Brasov, dandu-se
suprafata terenului

Suprafata teren [mp] Pret [1000€]
2104 400
1600 330
2400 369
1416 232
3000 540




Exemplu de invatare supervizata %

= Obiectiv: Predictia pretului caselor din zona Brasov, dandu-se
suprafata terenului




Notatii
= x() — vectorul caracteristicilor (features): suprafata terenului
= y() — valoarea de iesire: pretul casei
= (x®), y®) — exemplu de antrenare

= {(x®,yD);i = 1, ..., m} — baza de date de antrenare (training set),
compunsa din m exemple

" | — Index catre elementele din training set
= X — spatiul caracteristicilor de intrare
= U — spatiul caracteristicilor de iegire

=in exemplul curent: X =Y =R
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Invatarea supervizata

= Obiectivul algoritmului de invatare este
de a invata functia hy: X — U, in asa fel
incat ipoteza hy(x) sa reprezinte un
predictor “optim” pentru valoarea
corespondenta a lui y

= Cazul continuu (y € R): regresie

= Cazul discret (y € {0, 1, ..., k}): clasificare

= § — parametrii modelului

Training
set

v

Algoritm
invatare

v

x —» h —» predictie y

(suprafata
teren)

(predictia
pretului
casei)
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Regresie liniara

-
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" hg(x) — functie liniara

hg(x) =6y + 01x
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Regresie liniara

" hg(x) — functie patratica

hg(x) =0y + 0,x + 6,x*

-
Q

.............................................................................................................
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Cazul x e R" %

= Cazul numarului de caracteristici multidimensional (x € R")

= n — numarul de caracteristici (features)
X1
— — | X X, 1T
X [x2] [ X1 X2]

hg (X) — 80 + 91x1 + Hzxz

X1 X2 y
Suprafata Numar Pret [1000€]
teren [mp] dormitoare
2104 3 400
1600 2 330
2400 3 369
1416 2 232
3000 4 540 14




Regresie liniara

= Cazul numarului de caracteristici multidimensional (x € R")

= n — numarul de caracteristici (features)

n

hg(x) = Z 0;x; =0T x
i=0

Xo = 1

= Obiectivul algoritmului de antrenarea: determinarea valorilor
parametrilor 6
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Functia de cost

" /(8) — functie de cost (eroarea patratica) exprima cat de bine sunt
aproximate exemplele de antrenare de catre hy(x)

11w | |
J0) =57 ) [he(x®) =y

=1

= Obiectivul algoritmului de antrenare este minimizarea functiei /(9):

miniemize J(6)
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Functia de cost
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Minimizarea gradientului (metoda batch)

= Obiectiv: mini@mize](@)

0=[0 0 .. 0]7)

" Initial valorile pentru 6 sunt aleatorii (ex. 6
* Modifica 6 pana cand /() ajunge la o valoare minima
" Intuitie: eroarea minima se gaseste in punctul unde derivata
functiei /(6) devine zero a%i](e) =0

" Pot exista mai multe puncte in care derivata devine zero
(minime locale)
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Minimizarea gradientului

= Obiectiv: mini9mi2e J(6)

--------

Minim local

Minim global
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Minimizarea gradientului

= Obiectiv: miniemize J(6)

= Noile valori ale parametrilor 6:

9, == 6, —a—](@)

a:=»ns a=»>o
| |

Operator Operator
de atribuire de egalitate
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Un singur exemplu de antrenare

](9) — __2 [hQ (x(l)) y(l)] hgo(x) = i 0ix; = 6"x

d 0 1
G_Hi](g) = G_Hif[he(x) —y]* =

0 [he (x) y] Singurul termen

0 9 / care depinde de 6;

(Bpxg + - HO;x; H -+ O,x,, —y) =

1
= 2-[hg(x) — ¥]-

d
= [ho() =Yl 55-

= lhg(x) —y] - x; N



Minimizarea gradientului %

= Update parametrii:

0; =0, —a-lhg(x) —y] - x;

" o — rata de invatare (learning rate):

= controleaza cat de puternic se modifica parametrii 6; intre
doua iteratii

= de obicei se alege manual
" o prea mic: convergenta inceata

" a prea mic: overhooting”
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Minimizarea gradientului

= Pentru mai multe exemple de antrenare

= Repeta pana la convergenta:

m
6, == 6; — - Z[he (xD) = yD] - x &)
j=1

0
H_Hi](e)
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Minimizarea gradientului

= Pe masura ce ne apropiem de minim, algoritmul va efectua pasi
din ce in ce mai mici (gradientul (derivata) devine din ce in ce mai
mic)

50

45

40¢

1004
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Aproximare liniara

" hg(x) — functie liniara

hg(x) =0, + 6,1x
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Minimizarea stochastica a gradientului

= Cand numarul de exemple de antrenare devine foarte mare (ex. 1
mil de exemple), antrenarea prin metoda batch devine greoaie
(parametrii 6 sunt adaptati doar dupa calculul gradientului pe
intregul set de exemple)

= Minimizarea stochastica a gradientului modifica parametrii 6 cu
fiecare exemplu de antrenare:

Repeat {
Forj=1tom{

} 26



Regresie liniara: interpretare %
probabilistica

= Fie y(® = 0Tx® + £

= () — termen de eroare (modeleaza defectele: zgomot aleatoriu)

= (D~ N(0,0%) — zgomot Gaussian normal distribuit

. exp (— (S(i))z)

P(g(l)) — 20_2

V21O
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Regresie liniara: interpretare
probabilistica

=P(y®O | x®; 8)~n(087xD, 52) — probabilitatea de aparitie a valorii
y® dandu-se x() gi parametrii 0

(D) — gT (1))
.exp<—(y a )>

202

V2o

= Deseori erorile sunt generate de catre o distributie Gaussiana

= Se presupune ca < sunt variabile Independente si Identic
Distribuite (IID): provin de la aceeasi distributie Gaussiana cu
aceeasi varianta
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Likelihood parametrii 6: L(6)

L(6) =Py |x; 6)

-
@

" .(0) — vizualizam P(y | x; 6) ca o functie dependenta de 0, pastrand
fix x siy

" Probabilitatea parametrilor 0 si a datelor (x, y)

m
L® = PG 1% 0) = | [P ]2 0) =
=1

mq (y® — oTx®)’
L o255
2o 20

=1
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Maximum Likelihood Estimation

-
@

= Obiectiv: determinarea lui 6 maximizand cat mai mult posibil
probabilitatea de existenta a datelor

* Determina 0 in asa fel incat L(0) = P(y | x; 0) sa fie maxim

[(6) =logL(0) =
1 — 1
— loggmg exp() — ; log [mg exp()] —

1 & (YD — gTx @)
_|_ —
V2mo z 20°

= mlog
i=1
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Maximum Likelihood Estimation

-
@

= Computational, este mai usoara maximizarea lui [(0), in locul lui
L(0) (adunari in locul inmultirilor)

= Maximizarea lui [(0) este acelasi lucru cu minimizarea functiei
patratice /(0):

™ (y® — oTx®)’
2

‘ in acest model
varianta ¢ nu este
luata in considerare

J(8) =

31



Clasificarea binara y € {0,1}

= Obiectiv: determinarea hiperplanului optim de separare intre cele
doua clase
X1 A

100

Hiperplan de separare

e Clasal (y=0)
+Clasa2 (y=1)

Caracteristica 2
N
S

+
T+ +
+ 0+
t o4
+
>
(0, 0) 50 100 Xo

Caracteristica 1 32



Clasificarea binara y € {0,1} %

= I[poteza hgy(x) € [0,1] va indica o probabilitate

= Functia sigmoid sau logistica
1
1+e72

/

g(z) =

=)

33



Clasificarea binara y € {0,1}

-
Q

= Probabilitateacay = 1: P(y = 1| x; 0) = hg(x)

= Probabilitateacay =0: P(y =0|x; ) =1 — hg(x)

P(y|x; 0) = hg(x)y . (1 _ hg(x))(l_y)

L(®) = P(7 | x; 6) = ﬂP(y@ | x®; 0) =

nh(x(l))y() (1 — h(x®) Eé )>)
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g
Maximum Likelihood Estimation %
[(8) =log L(O)
m
1(6) = 2 y@log h(x®) + (1 — y®) log(1 — h(x®))
=1
= Maximizarea gradientului:

0: =0+ a- Vyl(0)

m
0 . , .
—1(0) = E (D — h(x®)) - x"
00, -

1=

35



Distributia Bernoulli ¢

= Distributia Bernoulli  modeleaza variabilele aleatorii ce pot avea
doar doua valori

Py=1L¢)=¢

he(x) = Ely | x;6] = P(y = 1, ¢)

= ¢
B 1
14 e0x

36



Clasificarea multiclasa %

= k posibile clase de obiecte pentru variabila de iesire y

y €{1,2,..,k}

*Clasal (y=1)
e Clasa2 (y=2)
+ Clasa 3 (y=3)

(0, 0) 50 100 Xo 37



Clasificarea multiclasa

= Parametrii: ¢, P,, ..., dy_1

Ply=1) = ¢;

= Ultimul parametru din lista: ¢, =1 (¢, + b, + - + Pr_y)

T(y) € R !
1] 0] 0 0
ra =" r@=|| re-0=\°| Tt0)=|"
0. 0. 1. 0.
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Clasificarea multiclasa
= Functie indicator:

1{Adevarat} =1 1{2=3}=0
1{Fals} = 0 1{1+1=2}=1

o
Q

T(y); —elementuli al vectorul T(y)

T(y); =y =i}

P(y) = (I)i{y 1}¢1{y 2} Ilc{y K} _

— ¢1(Y)1¢T(y)z (I)T(Y)k 1¢1 ST

39



Clasificarea multiclasa %

T
eGix

¢; =

T
1+ Ykole”

he(x) = E[T(y) | x; 6]

o
1{y =1}

— F : |%;0 | = "fz

Hy=k-1 bt

1{y = 1} - probabilitatea ca y = 1, data de ¢,

40



Regresie Softmax %

T
eelx

T
1+ Ykole”

hg(x) =

T

T
1+ 25-‘;11 eefx_

= Generalizare a clasificarii binare (doua clase)

41



Maximum Likelihood Estimation

= Determinarea parametriilor modelului via L(0)

m
L(B) = np(y(i) ‘ x @O 0)
i=1

:l_[ 1{y=1}, 1{y=2} , 1{y=k}
) , ey

0,,0,,...,0,_; € R**1
42



Maximum log-Likelihood Estimation

-
Q

m
1(0) = z P(y® |x®; 9)
=1

1{y=l}
k .
m ee{x(‘)
= E log ‘ ‘ :
k eTx(l)
i=1 =1 \1+Xj_ e

43



Retele Neurale

44



Ipoteze hy(x) neliniare %

* Necesitatea invatarii unor ipoteze neliniare hg(x) complexe

= Crearea unui algoritm de regresie logistica complex:

g0y +0,x1 +0,x5 + O3xyx, + 0, x5%x, + Ocxix, + )

" g(-) — functie sigmoid

= g(-) foarte dificil de construit pentru un numar mare de features

(pericol de overfitting) 45



Ipoteze hy(x) neliniare

= {n recunoasterea formelor din imagini vom avea un numar mare de
clase (ex. Imagini gri de dimensiune 50 X 50px —» n = 2500)

F - + +
_ = + pixel 1 + masini
pixel 2 - . 4 = fundal
+ .
= - oa" pixel 2
pixel 1

intensitatea pixelului 1
intensitatea pixelului 2

intensitatea pixelului 2500 46



Structura unui neuron %

* Recent au redevenit populare datorita posibilitatilor oferite de
calculul paralel prin GPU

= Modelul unui neuron:

bias” X2 0,
© E I '
@ “iegire”

/., 1
© 900 = e

’conexiuni input”

Xo = 1 (de obicei)
47



Retea Neurala

" 0 — parametrii, sau ponderi

" E ©)
\\" 013
s S
3 neuroni 3 heuroni ascunsi
Strat intrare Strat ascuns Strat iesire

x0=1

i@ —

48



Retea Neurala

. al@ — “activarea” neuronului i din layer-ul j

= 9U) — matricea ponderilor ce controleaza
functia de mapare din stratul j in stratul j + 1

2 1 1 1 1

ag ) = g (Ogo)xo + Ggl)xl + Bgz)xz + 9§3)x3)
2 1 1 1 1

ag ) = g (Ggo)xo + Ggl)xl + ng)xz + Ggg)xg,)
2 1 1 1 1

ag ) = g (Ggo)xo + Ggl)xl + GEZ)xz + Ggg)xg,)

3 2) (2 2) (2 2) (2 2) (2
ho(x) = ag ) _ g (ego)ag ) + Ggl)ag ) + ng)ag ) + 6§3)ag ))

P g R3x4 49



Retea Neurala

I
@

= Daca reteaua neurala are s; neuroni in stratul j si s;,; neuroni in
stratul j + 1, atunci ©0) va avea dimensiunea:

Sj_|_1 X (S] + 1)

" hg(x) — variind O (diferiti parametrii), obtinem diferite functii de
mapare intre variabilele de intrare x si variabila de iesire y

50



Reprezentarea vectoriala

(2 — @y
a(()2) =1

a;? = g(2;?)
a5 = g(z,")
as” = g(z5”)

7,3 = 9@ 4B
he(x) = a®® = g(z®)

o 7

2 1 1 1 Y

ag '=yg Gego)xo + egl)xl + ng)xz + 6§3)§x3) (2)
2 (1 1 1 ! z

ag ) =g (;ego)xo + Ggl)xl + egz)xz + 623);‘7(3) 1
2 1 1 ! 3

ag ‘=g Qego)xo + eg1)xl + ng)xz + 923):)(3)

hg(x) = af’) =g (;9%)6132) +0Pa? 4 92q? 4 G(Z)a(z):)
===

11 ™1 12 72 13 3
\’@(2) Z(S)
X ‘Zfz)
X1
— 2 =1,
X X5 Z A
2
X3 _Zg )

51



Invatarea propriilor features %

= Similar regresiei logistice; in locul utilizarii feature-urilor originale

(x4, x5, x3), reteaua neurala foloseste noile feature-uri invatate
2 () (2
(a7 a7, a3”)

2) (2 2) (2 2) (2 2) (2
he(x) = (Ggo)a((, )+ Ggl)ag )+ ng)ag )+ 6§3)a§ ))

Stratul 2

52



Clasificarea multiclasa

a(Z) a(3)

o ®
RGN
XA BRI

Pieton

RS PRKA O esine
.ibf‘v‘.ibfyé‘?;tﬁg he(x) € R*
/""wz? ?tt"" “"‘ > Motocicleta
\e"l"\\“'#\
.///A\\}g// Camion
(1 0] 0 (0
0 1 0 0
hg(x) 0 hg(x) 0 hg(x) 1 hg(x) 0
10 10 0] 1]
Pieton Masina Motocicleta Camion >3




Clasificarea multiclasa

-
Q

= Clasa y©) a datelor de antrenare {(xV,y®), ..., (x™, y(™))} are una

din formele:
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0. 10 10 1.
Pieton Masina Motocicleta Camion

= lesirea retelei neurale:

he (x(l))Ny(l)

54



Functia de cost in clasificarea binara %
Regresie Logistica

m

Z yOloghg(x®) + (1 —y®)log (1 — he(x(i)))

i=1
A n
+— ) 6%
Zmz J
j=1

1
J(8) = —— +

55



Functia de cost in clasificarea multiclasa
Retele Neurale

= . — numarul total de straturi ale retelei
= 5; — numarul de neuroni (fara neuronul bias) al stratului |

= k clase — k neuroni de iesire

hg(x) € R¥ k>3 s;=k

" Functia de cost este o generalizare a functiei de cost utilizata in
regresia logistica (fara regularizare a termenului bias 6,)

56
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Functia de cost in clasificarea multiclasa
Retele Neurale

= |lesirea retelei sunt vectori in domeniul RX (K = 1 pentru clasificarea
binara)

o (he(x))l, — jegirea i (iesirea neuronului i); elemenul i al vectorului de

iesire din domeniul RX

K

J(©) = —% i ()logh (x(l)) + (1 )log( _he(x(i))k) +

=1 k=1
D IAC ]

M
=
I
=
-
Il
[
:o _ O o:




Functia de cost in clasificarea multiclasa %
Retele Neurale

—Suma de-a lungul celor K neuroni de iesire

K
z Y;Ei) log he(x(i))k + (1 — ylgi)) log (1 — he(x(i))k) +
k=1

l

j@=-L[3)
=1

Termen de regularizare
Nu se iau in considerare neuronii de bias (i = 0)

58



Antrenarea unei retele neurale %

= Obiectiv: gasirea parametrilor 6 ce minimizeaza /(6):

min J(6)

= Pentru gasirea parametrilor 6 (prin minimizarea gradientului) este
necesar calculul functiei de cost, impreuna cu derivatele sale
partiale:

J(0); J(0)

Q.
. Hl.(jl) € R — un parametru al retelei neurale

= Propagarea inainte:
59



Propagarea inainte intr-o retea neurala %

* Luam in considerare un singur exemplu de antrenare (x, y)

" Propagarea inainte:

al =y (stratul de intrare)
,@ — gD 4D

a® = g(z®)  (adaugi a{”’ ca si bias)
,3) — @@

a® = g(z®)  (adauga a}’ ca si bias)
;@) — g3 43

a® = ho(x) = g(z»)




Calcului gradientulul prin Backpropagation

= Algoritmul de propagare inapoi a erorii este utilizat pentru calculul

derivatelor partiale # J(0)
ij

= Intuitie backpropagation: pentru fiecare nod vom calcula un termen

l . w T
6j() ce reprezinta eroarea neuronului j din stratul [

. aJ@ — activarea neuronului j din stratul |

. 5]_(1) va captura eroarea din activarea a]@ a nuronului j din stratul [

61



Calcului gradientulul prin Backpropagation

= Exemplu pentru o retea cu 4 neuroni de iesire

= Pentru fiecare neuron de iesire (L = 4):

4) _| 4
6j =a; = y;

.

he(x)j

= y; —elementul j al vectorului y din setul de date de antrenare

a® a®

JE!;
/
VAN
.t

S

:\
X

(A

-

X

™
'
Zh
f'!.,f
el T
P‘g‘:f* |
lﬁﬂ?ifr
4
£l
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Propagarea inapoi a erorii %
= Varianta vectorizata:
6(4‘) — a(4‘) —y

= § in straturile anterioare ale retelei:

53) — ((9(3))T5<4)) *g'(z®)
5@ — ((9(2))T5<3>) *g'(2®)

= « — multiplicare la nivel de element

= g'(z®) — derivata functiei de activare g evaluati la valorile de intrare
date de z®
g'(z(s)) =a® x (1 -a®)
9'(2?) = a® .+ (1 - a®)

63



Propagarea inapoi a erorii %

= Derivata functiei de activare g in stratul [

g’(z(l)) — a(l) % (1 — a(l))

1
9(z) = 1+e72
dg(2) 1 \° o
1(z) = = — —Z
g 0z (1+e‘z> az(1+e )

= Ecuatia completa pentru propagarea inapoi a erotrii:

O ((e(z>)T5<z+1>) *a® (1 - a®)

64



Propagarea inapoi a erorii

= Putem calcula termenii derivatelor partiale prin multiplicarea valorilor
de activare si a erorilor pentru fiecare exemplu de antrenare

m
0/(8) 1 O (O
a (l) = a Clj 61’
eij t=1

= §1*1 si a!*! sunt vectori de dimensiune s, ,
= q! este un vector de s; elemente

= Multiplicand a! cu §*! vom obtine o matrice de dimensiune s, X s,
ce are aceeasi dimensiune cu 60

= Cu alte cuvinte, procesul produce un termen gradient pentru fiecare
element din 60 65



Propagarea inapoi a erorii %

= Termenul 6§V este inexistent datorita faptului ca el corespunde
stratului de intrare (nu dorim sa modificam feature-urile de intrare)

" Propagarea inapoi a erorii de la stratul de iesire:

5@ 5 5§38 5 5§2)

_ (D c(1+1)
o0/ O =470,
ij ~ .
(A = 0 — fara regularizare)

66



Propagarea inapoi a erorii %

= Setul de antrenare: {(x(*),yW), ..., (x(™),y(M)]

. . A _
Pentru toti i, j, [, set: Aij =0

A d
\ folositi in calculul @](e)

= A — matrice indexata prin ij (A este o matrice acumulator pe care o
folosim la acumularea termenilor derivatelor partiale)

an® : :
D;;” — derivatele partiale

o _®)
o 9eW
i

67



Propagarea inapoi a erorii

Fori=1tom{
Set a® = x®

Calcul a® pentrul = 2,3, ..., L prin propagare inainte

-
Q

Utilizand y@®, se calculeazd § ) = g — y®
Calcul 6¢~1D s§€-2) 52

D ._ A (D) c(1+1)
Aij = Aij + a; d;
} N vectorial: A() := A 4 § (l+1)(a(1))T

D ._ 1 A0 0) 5
(l —— . l A4 '] —
DY = — Al daci j = 0

68
j = 0 —termenul bias



Propagarea inainte %

9 = o 1+ 0% + 02l

= Functia de cost pentru un singur exemplu (x®,y®), un singur
neuron de iesire si fara regularizare (1 = 0):

cost (i) = yOloghg(x@) + (1 — y©) log (1 — he(x®))
cost(i) ~ (he(x®) = y®)*

69



Propagarea inainte %
cost(i) = y© loghe(x®) + (1 — y@)log (1 — he(x®))
cost(i) ~ (he(x®) = y©)°

" Functia de cost ne spune cat de bine estimeaza reteaua neurala
exemplul i

= Derivatele: cat de mult trebuie sa modificam ponderile 0 ale retelei
heurale:

70



Propagarea inapoi a erorii

-
Q

(2) _ g@ (3 | g2 5(3)
62 _ e12 51 T e22 52
(3) _ 3 5@

62 _ e12 51

= (Sj(l) - eroarea pentru activarea a}l) a neuronului j din stratul [

“Formal: 0
s = ——cost(i)

] (D
6zj

71



Propagarea inapoi a erorii
®\®
C @ e@zlj _______________

= §- cu cat dorim sa modificam ponderile retelei pentru a schimba
valorile intermediare z

= {n functie de modul de implementare al algoritmului de propagare
inapoi a erorii, se pot calcula valorile § si pentru neuronii bias

= Parametrii 6 nu mai sunt vectori, ca in cazul regresiei logistice, ci
matrici
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Verificarea gradientului numeric
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Verificarea gradientului %

» Derivata este aproximativ panta tangentei in punctul in care se
calculeaza derivata

" Daca ¢ este foarte mic, aproximarea devine derivata
" Interpretare aditionala a derivatei:

J(®+¢)—J(6)
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Verificarea gradientulul numeric %

= Matricea de ponderi 6 poate fi descompusa sub forma unui vector
0 € R" ce contine ponderile 8(1),8(2), (3

9 — [91, 92, 93, “er ) On]

0 J(01 +€,0,,03,...,0,) —J(B; — £,6,05, ...,0,)
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Verificarea gradientulul numeric

= Gradientul este aproximativ D;;, obtinut prin propagarea inapoi a
erorii

" Implementare:
" Implementarea propagarii inapoi a erorii si calculul D
" Implementarea gradientului numeric

= Verificarea ca propagarea inpoi a erorii si gradientul numeric
livreaza aproximativ aceleasi valori

= Oprirea gradientului numeric (este incet la calcul) si antrenarea
retelei neurale utilizand propagarea inapoi a erorii
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Initializarea ponderilor 6 cu zero %

= In cazul in care valorile initiale pentru eg.) sunt zero, atunci fiecare

heuron ascuns (a,, a,) va calcula aceasi functie pe baza valorilor de

intrare (la fiecare iteratie de antrenare, ponderile 98.) vor fi egale

intre ele): 3 3

0) = 0
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021 = 0,
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Initializarea aleatoare a ponderilor 6
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= Initializarea fiecarei ponderi 68.) cu o valoare aleatoare in intervalul
_ _ O
[-& €] (€.9. —e < 6;; < ¢)

= Ponderile vor fi initializate cu valori mici, apropiate de zero
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