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Introducere
" Fie functia f: X - Y, X c R" Y c R", f(x) = 0 un sistem de ecuatii

= Dupa gradul necunoscutelor care intra in aceste ecuatii, sistemele
pot fi astfel:

» sisteme liniare: daca termenii ecuatiilor sunt de gradul intéi

> sisteme neliniare daca exista ecuatii ce contin termeni de
grad mai mare ca unu

= Un sistem liniar de n ecuatii cu n necunoscute se defineste astfel:
(A11X1 + Aq2Xp + -+ A1 X, = bl
Ar1X1 + AgXy + -+ Axpn X, = bz

\A,1X1 + Ay Xy + -+ ApnXy, = by,

= Sub forma matriceala se poate scrie: [A] - {X} = {B}



Introducere

= Sub forma matriceala se poate scrie: [A] - {X} = {B}, unde:

aj; A1z ... Qin X1 b,
az1 Qzz ... Qzn X2 b
A jr— y X p— : y B = .2

= Metodele de rezolvare a sistemelor liniare le putem imparti in
doua categorii:
» Metode directe (MD), care presupun un numar finit de operatii, prin

transformarea matricii de coeficienti a sistemului la o forma particulara
(triunghiulara sau matrice unitate).

* metoda pentru sisteme triunghiulare, metoda eliminarii a lui Gauss

» Metode indirecte, care presupun un numar infinit de operatii (depinde de
precizia cu care se doreste sa se faca calculul)

e Metoda Jacobi, metoda Gauss-Seidel, metoda Southwell



MD - Sisteme inferior triunghiulare

= Aceste sisteme sunt de forma urmatoare:

( ai1xXq = by
Az1X1 + Az2%x2 = b,
4 a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3

(An1X1 + AuaXy + Ap3zx3z + -+ App Xy = by
= Se aplica metoda substitutiei, obtinandu-se solutiile finale:

by . bi-Yj2i ayxj .
x,=— six;=—L"—" cui=1,n
ai Qi

= Acelasi principiu se aplica si la sistemele superior triunghiulare
fallxl + aA12X2 + ai13X3 + .-+ A1nXn = b1

aAr2X7 + a»1X3 + .-+ ArnXn = bz

< asz3X3 + .-+ A3 Xn = b3




MD - Metoda lui Gauss

= Se doreste realizarea unui sistem triunghiular, prin eliminarea
termenilor de sub diagonala principala a sistemului

fallxl + aA12X2 + -+ A1nXn = b1
a»1X1 + aAr2 X9 e ArnXn = bz cu AX = B

\A,1X1 + ApoXy + -+ ApnXy = by,

= Sistemul se va reduce la forma urmatoare:

A1 QAq12 A1n 7 o _b(l)_
0 a(l) a(l) iy %2)
22 ans ans T Zn x2 bz
0 O ", . . . E
o 0o o0 ai" all Vx| T o
l
o 0 0 0 - .. ;
o 0o o o o oYV |pm)




MD - Metoda lui Gauss

" Pentru realizarea transformarii sistemului, se fac urmatorii pasi:

> Se analizeaza toti termenii a;{, cu k=1,n
> Ecuatia care are valoarea max a coeficientului e adusa pe primul loc

» Prima ecuatie a sistemului dupa reordonare se inmulteste pe rand
cu factorul: my, = ayq/a41, cu k = 2,n si se scade din ecuatia de pe
pozitia k, obtinandu-se:

agll)xl + ailz)xz + a(113)x3 + -+ a%t)xn = b(ll)
agzz)xz + a%)xg + -+ agxn = b;z)

agzz)xz + a%)xg + -+ agl)xn = bgz)

a® (2)

2., _



MD - Metoda lui Gauss

" Pentru realizarea transformarii sistemului, se fac urmatorii pasi:

» Se aduce pe locul lui ay; cel mai mare termen din coloana 2 si se
inmulteste linia a doua cu my, = a;,/a,;, cu k = 3,n si se scade din
ecuatia de pe pozitia k

» Prin repetarea algoritmului se obtine sistemul:
(agll)xl + a(l)xz + a(l)x + -+ a(l) = b(l)

(Z)xz + a(z)x + -+ a(z)xn = b(z)

A

k a®x, = p®

> Solutiile se obtin pornind de la ultima ecuatie:
(n)

1 ()
Xn (n) six; = O] - (b; Z}'l=i+1 a;ix;)

nn ll



MD - Metoda lui Gauss
= Exemplu:
> Se considera sistemul:

10x1—7x2= 7 10 -7 0 X1 7
5x; — x5, + 5x3 = 6 echivalent cu ( 5 -1 5><xz> - (6)
X3

—3x1+2x5 + 6x3 =4 -3 2 6 4

y 5 : -3
» Se calculeaza factorul m,; = o = 0,5 simg =_——=-0,3 se scade

din ecuatia de pe pozitia 2 respectiv 3:

10 -7 0\ /X1 7
0 -01 6/\x3 6,

» Se repeta pentru ecuatia a doua ms, = —5 = —0,04 si se scade din

10 —7
ecuatia de pe pozitia 3: ( 0 >( > ( )
0 9

r—\b—\u-l



Metode lterative

= Aceste metode sunt convergente numai pentru sistemele de ecuatii a
caror matrice de coeficienti este diagonal dominanta

" Prin matrice diagonal dominanta se intelege matricea la care termenii de
pe diagonala au valorile absolute mai mari sau cel mult egale cu suma
valorilor absolute a termenilor aflati pe aceeasi linie cu ei. Adica este

j=n

‘ai,i ‘ZZ‘ai,j
j=1
J#i

" In cazul tuturor metodelor iterative algoritmul porneste de la o solutie a

indeplinita conditia: o

o 1=1n

sistemului aleasa in mod arbitrar, de obicei solutia nula:

= Scopul metodelor este acela de a corecta succesiv solutia initiala pana la
obtinerea solutiei reale a sistemului.

10



MI - Metoda Jacobi

= Metoda presupune transformarea sistemului (scris matriceal [A]{X} = {B})
sub o forma in care fiecare necunoscuta este exprimata in functie de
celelalte necunoscute, parcurgandu-se urmatoarele etape:

> Se transforma matricea sistemului [4], astfel incat pe diagonala
principala sa se gaseasca elementele avand cele mai mari valori
absolute

» Se verifica dominata pe linie sau pe coloane:

* Dominanta pe linii: raportul dintre valoarea absoluta a
elementului aflat pe diagonala principala si suma valorilor
absolute ale celorlalte elemente de pe aceiasi linie

* Dominanta pe coloane: raportul dintre valoarea absoluta a
elementului aflat pe diagonala principala si suma valorilor
absolute ale celorlalte elemente de pe aceiasi coloana 11



MI - Metoda Jacobi

> Se exprima necunoscutele x; in functie de necunoscutele x; folosind ecuatia

| a sistemului:

a;1X1 -+ Ai2Xy + -+ a;iXi + -+ al-]-x]- + .-+ AinXn = bi rezultand:

1 .
;= — bi — Z}l:]_ ai]'x]' , unde a; + 0,i=1n
i JE!

Valorile initiale ale necunoscutelor, notate cu x]g()) G=1,n,j+1i)sealeg

arbitrar

O iteratie k=1,2,3... se calculeaza utilizandu-se relatia:

xi(k)=i_- b~ S x*Y |, i=In

Algoritmul se incheie atunci cand diferenta dintre doua solutii determinate

succesiv este mai mica decéat o valoare impusa initial:

- 12
19 10D <e, i=in



MI - Metoda Jacobi

= Exemplu:

> Sa se rezolve cu o precizie de 1073 sistemul urmaétor:
3x1+8xy +x3 =-3
16x1 — 2x, + 3x3 = 24
X1 — X +5x3 =12

* Se inverseaza prima cu a doua ecuatie:
16x1 — 2x, + 3x3 = 24
3x1+8xy +x3 =-3
X1 — X +5x3 =12

* Sistemul are o matrice dominanta pe linii, astfel:

16 8 5
d1=?=3.2;d2=1=2;d3=2=2.5

* Relatiile de recurenta in acest caz sunt:

13



MI - Metoda Jacobi

= Exemplu:

(k=1) _ o (k-1)
= (24 +22{V - 32{ V)
. (k) 1 o k-1 (k-1) _
! 8( 3-3x0 D -2 V) cuk=123,..
_1
5

(12 — x(lk D +x(k 1))

 Se considera valorile initiale: {X}(® = {0 0 0}7

* Inlocuind valorile initiale in relatiile de recurenta, si apoi cele obtinute

din iteratiile urmatoare, se obtine tabelul:

lteratia X1 Xy X3

0 0 0 0

1 1,5 -0,375 2,4

2 1,003125 -1,2375 2,025

3 0,965625 -1,0043 1,951875

4 1,008486 -0,98109 2,006016

5 1,001235 -1,00393 2,002084 14
Solutia exacta 1 -1 2



Ml - Metoda Gauss-Seidel

= Metoda reprezinta o imbunatatire a metodei Jacobi in sensul ca la iteratia

K, valorile necunoscutelor sunt calculate nu numai functie de valorile
determinate la iteratia precedenta dar si de cele calculate la iteratia in
curs.

= Relatiile de calcul ale metodei Gauss-Seidel pentru iteratia k sunt:

0 _ 1 I 0 K (k-1)
ii =1 j=i+1

= Calculul iterativ va incepe cu ecuatia avand dominanta cea mai mare

= Algoritmul se incheie atunci cand diferenta dintre doua solutii
determinate succesiv este mai mica decat o valoare impusa initial, la fel
cala metoda Jacobi

15



MI - Metoda Southwell

= Metoda presupune scrierea sistemului de ecuatii [4]{X} = {B} sub o forma
in care din fiecare ecuatie a fost separata o necunoscuta.

= Ca urmare forma initiala a sistemului folosind ecuatia i scrisa astfel:

aj1X1 + aAi2X9 + .-+ a;iX; + -4 a,-]-x]- + -4 AinXn = bi

n
ZaI’J'XJ:bI y |:1,n
j=1
= sufera urmatoarele transformari:

» seimparte fiecare ecuatie la coeficientul de pe diagonala principala:

b.

SN j
i=1 i,

a; i

j#i n 5 0
. . o o —X. + .- o X +C:. =
> Sistemul se scrie sub urmatoarea forma: ' JZ_; Ly ) '

j#1

Unde Bij=- si Gi=— 16



MI - Metoda Southwell

= Algoritmul consta in parcurgerea mai multor etape plecand de la o solutie

initiala aleasa in mod arbitrar. De regula se aleg ca valori initiale valorile

nule:

>

xi(o) =0 , izl,_n

Etapa 1: Se inlocuiesc valorile initiale in sistem, ca urmare din fiecare ecuatie va rezulta o
valoare numita rest. VanriIe acestora se vor obtine cu relatiile:

@ _ (0)
r® =—x© 4 Z b, ;- X} +¢;
j;tl
Se determina valoarea absoluta maxima dintre resturile calculate anterior:
‘ r® ‘ = m_ax‘ r® ‘ , i=1n
i

valoarea astfel determinata va corecta valoarea necunoscutei avand indicele respectiv
D _ ) | @
Xm =Xy Ty

(1) se recalculeaza resturile utilizand aceasta valoare a

Dupa ce a fost obtinuta valoarea x,,

necunoscutei, se obtin astfel valori noi pentru celelalte n-1 resturi.

Se alege valoarea maxima dintre cele n-1 resturi corectandu-se necunoscuta
corespunzatoare. Procedeul se repeta, in acelasi mod, pana la corectarea tuturor 17

necunoscutelor, dupa care se trece la etapa urmatoare.



MI - Metoda Southwell

>

Etapa k: Se inlocuiesc valorile necunoscuﬁelor obtinute la etapa precedenta in sistem, se
obtin resturile: (k) _ (k-1) (k-1)

j=1

J#

Se determina restul cu valoarea absoluta cea mai mare:
‘ rrgk) ‘: m_a><‘ ri(k) ‘ , 1=1n
|

valoarea astfel determinata va corecta valoarea necunoscutei avand indicele

corespunzator XSnk) _ X$nO) N rr%1) N rrg}z) - rr$]k)

Dupa ce a fost obtinuta valoarea x,(,':)se recalculeaza resturile utilizdnd aceasta valoare a

necunoscutei, se obtin astfel valori noi pentru celelalte n-1 resturi si se alege valoarea
maxima corectandu-se necunoscuta corespunzatoare. Procedeul se repeta, in acelasi
mod, pana la corectarea tuturor necunoscutelor. Algoritmul se incheie atunci cand
diferenta dintre doua solutii determinate succesiv este mai mica decat o valoare impusa

— 18
K k-1 -
initial, adica este indeplinita conditia: Xi( ) Xi( <e , 1=1n



MI - Metoda Southwell

= Exemplu

10x1 — sz =8

> Se considera sistemul: {—x1 +10x, =9

> Etapele implicate in rezolvarea sistemului sunt urmatoarele:

e Serescrie sistemul:
02x2—08 —x1+0,2x,+0.8=0
01x1+x2—09 —x,+0,1x; +0,9=0
* Se aleg valorile initiale: x; =0, x, =0

* Se inlocuiesc valorile initiale in sistem si se obtin resturile:
r® —0.85ird = 0,9

e Se determina valoarea absoluta maxima dintre resturile calculate

anterior, care va fi: rgl) 0,9 9



MI - Metoda Southwell

= Exemplu

Se corecteaza valoarea necunoscutei cu indicele corespunzator:

2V =x0 +rM=0+0,9=0,9

Se recalculeaza restul rgl)utilizénd aceasta valoare a necunoscutei x,, Si

se obtine
rY'=040,2-09+0,8=0,98

Deoarece este singurul rest ramas, nu mai este necesara determinarea

unei valori maxime. Ca urmare, va fi corectata valoarea necunoscutei
corespunzatoare, adica x4, si se obtine: x(ll) =0+0,98

La sfarsitul etapei 1 se obtin urmatoarele valori: x(11) = 0,98 si x;” =0,9

Se constata ca valorile obtinute s-au apropiat semnificativ de solutiile

sistemului. Se pot parcurge etape suplimentare pana la obtinerea

. - o 20
solutiilor cu precizia dorita.
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